
放缩法证明不等式案例分析
徐州市第一中学  王雪

内容摘要：1、放缩法是证明不等式的常用方法。放缩具有一定的技巧性，对学生知识和能力的要求都较高。因此，本节选择了三个例题，重点使学生体会放缩法的基本思想，而不在于掌握各类问题的放缩技巧。

2、证明不等式难度大而且有些枯燥，如何提高学生的兴趣，吸引学生的注意力呢？可以从书后的链接入手，从贝努利不等式引出利用放缩法证明不等式。

3、本章是不等式选讲，书中的内容不宜挖的过于深入，可以着手处理学生比较熟悉的不等式类型（数列的，分式的等）。

关键词：贝努利不等式，放缩，添项，删项，基本不等式

教学目标：

（1）认识到利用代数恒等变换以及放大、缩小方法是证明不等式的常用方法；

（2）了解贝努利不等式与放缩法；

（3）通过放缩法培养学生的思维能力，提高学生分析问题、解决问题的能力。

教材分析：

1、放缩法是证明不等式的常用方法。放缩具有一定的技巧性，对学生知识和能力的要求都较高。因此，本节选择了三个例题，重点使学生体会放缩法的基本思想，而不在于掌握各类问题的放缩技巧。

2、证明不等式难度大而且有些枯燥，如何提高学生的兴趣，吸引学生的注意力呢？可以从书后的链接入手，从贝努利不等式引出利用放缩法证明不等式。

3、本身是不等式选讲，书中的内容不宜挖的过于深入，可以着手处理学生比较熟悉的不等式类型（数列的，分式的等）。

教学建议

放缩时应注意应注意以下几点：

（1）如果要证明左边小于右边，那么只能将左边放大（不能缩小），或者将右边缩小（不能放大）；如果要证明左边大于右边，那么只能将左边缩小（不能放大），或者将右边放大（不能缩小）。

（2）放缩后所得的不等式必须是正确的。如果放缩后的不等式不能够成立，那么表明放得太大或缩得太小了，需要修正。

（3）放缩后的式子应是易于化简、估计或求和的。

（4）放手让学生去做，去讨论，出现问题，解决问题，加深记忆。

教学过程：

一、引入练习

（教师）前面我们学习了一些证明不等式的方法，下面请大家动手完成这两个练习。

1、已知
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请两位同学到黑板前来板书。

（学生活动）两位同学板书，其他同学做在练习本上。

证明：（1）
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（2）
[image: image8.wmf]323

(1)133

xxxx

+=+++

，因为
[image: image9.wmf]0

x

>

，所以
[image: image10.wmf]323

(1)13313

xxxxx

+=+++>+

。

（教师讲评）两位同学不约而同的选择了对左边的式子展开与右边式子的比较，由
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，大胆的拿掉了一些项，从而使得不等式成立。观察不等式的形式，如果是“已知
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（学生活动）群口答“>”

（教师活动）如果将上述不等式进行推广“已知
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（学生回答）“>”

（教师活动）为什么？可以给出证明吗？

（学生活动）一位学生口答：对于
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由二项式定理得
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，如果从第三项起舍掉，可得 
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（教师活动）很好，这个不等式“已知
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”就是著名的贝努利不等式。下面就让我们走进贝努利家族。（带着学生看投影）

贝努利家族小史
在数学发展史上，17-18世纪出现了一个著名的数学世家——贝努利（Bernoulli）家族（瑞士），这个家族中的三代人中共出现了数十位科学家，其中有8位数学家

雅各布第一•贝努利；约翰第一•贝努利；丹尼尔第一•贝努利

在数学的多个分支中，以“贝努利”命名的定义、定理、公式数不胜数。
“贝努利不等式”
“贝努利方程”（微积分）

“贝努利级数判别法” （微积分） 

“贝努利双纽线”（解析几何）

“贝努利定理”（概率论）

“贝努利数” （概率论） 

“贝努利多项式” （概率论）

丹尼尔•贝努利创造性地将数学方法应用到物理学的研究中，取得了卓著的成就，被推崇为数学物理方法的奠基人。 

前面同学在证明贝努利不等式中采用了消项的方法达到目的，这就是典型的放缩法。

二．课堂新授

下面我们就来正式学习用放缩法证明不等式，请看例1（投影）

已知实数
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求证：
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大家可以讨论一下，请一位同学来发言。

（学生活动）讨论两分钟，一位同学起来发言。
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（教师点评）很好，本题通过配方，巧妙地抛开一项，使得根号下的式子可以顺利开出来，从而构造出不等式的右边。这是放缩中一种常见的方法，即“添或删项”。下面请大家看例2（投影）。

例2． 设
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（教师分析）
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，考虑通项
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（学生活动）讨论2分钟，一位同学板书。

证明：因为
[image: image37.wmf]222

(1)(1)1

n

nnannnnnn

=<=+=+<+=+


所以
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，不等式左边得证。

又
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，所以
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（教师活动）设问
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（学生活动）讨论发现
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，所以问题不一定成立。

（教师活动）既然大家发现上式不一定成立，也就是说我们的放缩过程有问题，放得太大了，那么如何才能做到恰到好处呢。我们可以将思路转化一下。

（学生活动）讨论，一位同学口述：
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（教师活动）非常好，这种方法恰到好处的将不等式右边的关系构造了出来，这才是好的放缩。此题两边采用了不同的放缩方法，右边应用了基本不等式，左边使用了消项，最终都化归到了等差数列的求和上，较前面的题目更综合一些。下面请大家接着看例3（投影）

例3．已知
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（教师活动）本题的关系式较复杂，但是不等式两边却是实数，如何才能将实数恰到好处的构造出来呢？

（学生活动）讨论2分钟，一位同学分析：“1”可以看作“
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而不等式的另外一边则可以通过缩小分母来达到放大的目的。“1”既可以看做“
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成立。

（教师活动）学生分析时恰当板书，学生回答完后点评：这位同学回答的很好，将添项和删项用的恰到好处，将放缩法的精髓完美的解释了出来。具体的书写请大家课后完成。接下来请大家做两道练习题，请两位同学板演。（投影）

三．课堂演练

练习：利用放缩法证明下列各题：

（1）已知
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（2）设
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（学生活动）做练习。

（教师活动）点评学生的书写情况：两位同学写得都非常工整，并且放缩得恰到好处，很好的掌握了放缩法的根本，坐在练习本上的同学可以参照这两位同学的书写，整理一下自己做的。

四．知识小结

放缩法证明不等式

常用的放缩技巧有：

（1）舍掉（或添加）一些项，如例1；

（2）利用基本不等式放缩（注意取等条件），如例2；

（3）分式中的变形，适当的放大或缩小分子（分母）来达到构造常数的目的。如例3

五．作业

1．将书后练习做在作业本上；

2．思考题：（1）若
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（2）设
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参考文献：《不等式选讲教参》江苏教育出版社2010,11，第7页；

关于“贝努利家族史”来源自百度。

教后反思：

本节课教授的是利用放缩法证明不等式，由引入练习开始将学生一步步引向贝努利不等式，贝努利家族的历史彻底的抓住了学生的注意力，为接下来的新授做了一个好的开端。在这堂课上，同时使用了多种教学方法，讨论，引导，动手，点评相结合。所谓“教无定法，贵在得法”。只要能激发学生的学习兴趣，提高学生的学习积极性，有助于学生思维能力的培养，有利于所学知识的掌握和运用，有利于重点突出、难点化解都是好的教学方法。

  每一堂课都要有一个重点，而本堂课的教学都是围绕着“放缩”这个重点来逐步展开的。为了让学生明确本堂课的重点、难点，在上课开始时，设置一些小练习或思考是必不可少的，另外一定要有将枯燥的东西有趣化的“亮点”，本节课的第一亮点就是：贝努利不等式及相关知识。讲授重点内容，是整堂课的教学高潮，中间不乏让学生犯错，通过纠错达到教学效果。教师要通过声音、手势、板书等的变化或应用模型、投影仪等直观教具，刺激学生的大脑，使学生能够兴奋起来，对所学内容在大脑中留下强烈的印象，激发学生的学习兴趣，提高学生对新知识的接受能力。
　 在教学过程中，教师要随时了解学生对所讲内容的掌握情况。如在讲完一种方法一个例题后，教师要进行点评，将方法提炼升华。有时，对于基础差的学生，可以对他们多提问，让他们有较多的锻炼机会。同时教师根据学生的表现，及时进行鼓励，培养他们的自信心，让他们能热爱数学，学习数学。
　　学生是学习的主体，教师要围绕学生展开教学，在教学过程中，自始至终让学生唱主角，使学生变被动学习为主动学习，让学生成为学习的主人，教师成为学习的领路人。根据课堂教学内容的要求，教师要精选例题，关键是讲解例题的时候，要能让学生也参与进来，特别是一些易错的地方，一定要让学生将错误展显出来，然后纠错，再讨论，再写，再提炼，以此加深印象。教师应腾出十来分钟时间或更多的时间，让学生做做练习或思考教师提出的问题，或解答学生的提问，以进一步强化本堂课的教学内容。若课堂内容相对轻松，也可以指导学生进行预习，提出适当的要求，为下一次课做准备。
　　众所周知，近年来数学试题的新颖性、灵活性越来越强，不少师生把主要精力放在难度较大的综合题上，认为只有通过解决难题才能培养能力，因而相对地忽视了基础知识、基本技能、基本方法的教学。教学中直接把公式、思路拿出来，或草草讲一道例题就通过大量的题目来训练学生。其实，数学思想形成的过程蕴含着重要的解题方法和规律，教师没有充分展示思维过程，没有发掘其内在的规律，就让学生去做题，试图通过让学生大量地做题去“悟”出某些道理。结果是多数学生“悟”不出方法、规律，理解肤浅，记忆不牢，只会机械地模仿，思维水平较低，有时甚至生搬硬套，照葫芦画瓢，将简单问题复杂化。如果教师在教学中过于粗疏或学生在学习中不注重独立思维的培养，都会导致在考试中判断错误。不少学生说：现在的试题量过大，他们往往无法完成全部试卷的解答，而解题速度的快慢主要取决于基本技能、基本方法的熟练程度及能力的高低。
　　由此可见，在平时的教学中，要逐步渗透对学生思维的培养，要让课堂成为学生的天下，而不是老师的，要让学生从一个旁观者真正成为一个参与者，所谓“授之以鱼不如授之以渔”。以后的教学中会更加重视这一点。
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